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CONSTRUCTION DE COURBES SUR LES SURFACES K3
[d’apre`s Bogomolov-Hassett-Tschinkel, Charles, Li-Liedtke,
Madapusi Pera, Maulik...]
par Olivier BENOIST
INTRODUCTION
On expose ici des re´sultats re´cents de construction de courbes sur les surfaces K3 :
la preuve de la conjecture de Tate pour les surfaces K3 en caracte´ristique finie impaire
(The´ore`me 2.1, d’apre`s Maulik [Mau12], Charles [Cha13] et Madapusi Pera [MP13]),
et la construction d’une infinite´ de courbes rationnelles sur de nombreuses surfaces K3
(The´ore`me 3.1, d’apre`s Bogomolov-Hassett-Tschinkel [BHT11] et Li-Liedtke [LL12]).
La premie`re partie de ce texte est consacre´e a` l’e´tude de l’application de Kuga-Satake,
ne´cessaire a` la preuve de la conjecture de Tate dans la deuxie`me partie. Finalement,
la troisie`me partie exploite la conjecture de Tate pour construire des courbes ration-
nelles sur des surfaces K3. Les introductions de chacune de ces parties de´crivent plus
pre´cise´ment leur contenu.
Nous rappelons ici des ge´ne´ralite´s sur les surfaces K3 en caracte´ristique finie, puis
nous pre´sentons les re´sultats mentionne´s ci-dessus.
De´finition 0.1. — Une surface K3 sur un corps k est une surface projective (1) lisse
et ge´ome´triquement connexe X sur k telle que KX ≃ OX et H1(X,OX) = 0.
Les classes d’isomorphisme de fibre´s en droites sur X forment un groupe abe´lien libre
de type fini Pic(X). On note ρ(X) son rang : c’est le nombre de Picard de X.
0.1. Surfaces K3 complexes
Si X est une surface K3 complexe, l’injectivite´ de l’application classe de cycle en
cohomologie de Betti Pic(X) → H2(X,Z) montre que ρ(X) ≤ b2(X) = 22. La the´orie
de Hodge implique que l’image de cette application est incluse dans H1,1(X), ce qui
fournit l’ine´galite´ plus forte ρ(X) ≤ 20. Enfin, le the´ore`me des classes (1, 1) de Lefschetz
montre que Pic(X)→ H2(X,Z) ∩H1,1(X) est un isomorphisme, et permet de calculer
ρ(X) connaissant la structure de Hodge de X .
Le nombre de Picard peut prendre toutes les valeurs entre 1 et 20, et la the´orie des
de´formations montre que, dans un espace des modules des surfaces K3 polarise´es, le
lieu ou` ρ(X) ≥ r est une re´union de´nombrable de sous-varie´te´s de dimension 20− r.
1. En particulier, quand k = C, on ne conside´rera pas dans ce texte de surfaces K3 non alge´briques.
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0.2. Surfaces K3 de hauteur finie
Soit maintenant X une surface K3 sur un corps k alge´briquement clos de carac-
te´ristique finie. Igusa [Ig60] a montre´ que l’ine´galite´ ρ(X) ≤ b2(X) = 22 e´tait encore
ve´rifie´e. Pour obtenir des obstructions supple´mentaires a` l’existence de fibre´s en droites,
analogues a` celles obtenues sur C par the´orie de Hodge, Artin et Mazur [AM77] ont
introduit un nouvel invariant des surfaces K3. Ils conside`rent le foncteur contravariant
T 7→ Ker[Br(XT ) → Br(X)] de´fini sur les k-sche´mas finis locaux. Ils montrent que ce
foncteur est repre´sentable par un groupe formel lisse de dimension 1 sur k : le groupe
de Brauer formel B̂r(X). Comme ces groupes formels sont classifie´s par leur hauteur
[La55], on obtient un invariant h(X) ∈ N∗∪{∞} : c’est la hauteur de X . Cet invariant
varie semi-continuˆment supe´rieurement avec X .
Si X est une surface K3 de hauteur finie, Artin et Mazur [AM77] montrent que
ρ(X) ≤ 22− 2h(X). Ces surfaces K3 se comportent comme les surfaces K3 en carac-
te´ristique nulle : elles ve´rifient ρ(X) ≤ 20 et, si l’on se restreint aux surfaces K3 de
hauteur finie, le lieu dans un espace de modules de surfaces K3 polarise´es ou` ρ(X) ≥ r
est une re´union de´nombrable de sous-varie´te´s de dimension 20− r.
Une surface K3 de hauteur 1 est dite ordinaire, et les surfaces K3 ordinaires forment
un ouvert dense des espaces de modules de surfaces K3 polarise´es sur k.
0.3. Surfaces K3 supersingulie`res
Les surfaces K3 de hauteur infinie (i.e. telles que B̂r(X) ≃ Ĝa) sont dites super-
singulie`res (ou Artin-supersingulie`res). Leur de´finition, de nature cohomologique,
admet plusieurs formulations e´quivalentes :
Proposition 0.2. — Les assertions (i) et (ii) sont e´quivalentes, et sont e´quivalentes
a` (iii) si k = Fp et ℓ est un nombre premier diffe´rent de p.
(i) X est supersingulie`re.
(ii) Les pentes de H2cris(X/W (k))Q(1) sont toutes e´gales a` 0.
(iii) L’endomorphisme de Frobenius de H2e´t(X,Qℓ(1)) est d’ordre fini.
Preuve — L’e´quivalence des deux premiers e´nonce´s est due a` Artin et Mazur [AM77].
Si X est de´finie sur un corps fini Fq, Katz et Messing [KM74] montrent que les va-
leurs propres du Frobenius ge´ome´trique agissant en cohomologie ℓ-adique et cristalline
co¨ıncident. Ces valeurs propres sont des unite´s ℓ-adiques par dualite´ de Poincare´, leurs
valuations p-adiques correctement normalise´es sont les pentes de H2cris(X/W (k))Q(1),
et leurs valeurs absolues complexes sont e´gales a` 1 par les conjectures de Weil prouve´es
par Deligne [De72]. L’assertion (ii) est donc e´quivalente au fait que ce sont des entiers
alge´briques dont tous les conjugue´s complexes sont de module 1. Ceci e´quivaut au fait
que ce sont des racines de l’unite´, par un lemme de Kronecker, et a` l’assertion (iii) car
l’action du Frobenius sur H2e´t(X,Qℓ(1)) est semi-simple [De81a, Corollaire 1.10].
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Les proprie´te´s des surfaces K3 supersingulie`res sont tre`s diffe´rentes de celles des
surfaces K3 complexes. On ne dispose pas d’obstruction supple´mentaire a` l’existence de
fibre´s en droites : Tate [Ta65] et Shioda [Sh79] ont donne´ des exemples de telles surfaces
avec nombre de Picard 22 (dites Shioda-supersingulie`res). Artin a conjecture´ que
toutes les surfaces K3 supersingulie`res e´taient Shioda-supersingulie`res, et on verra ci-
dessous (corollaire 0.5 (ii)) que cette conjecture est vraie au moins en caracte´ristique
impaire.
Les surfaces K3 supersingulie`res constituent un ferme´ de dimension 9 des espaces de
modules de surfaces K3 polarise´es sur k [Og01, Theorem 15].
0.4. La conjecture de Tate
La conjecture de Tate, qu’on peut e´noncer sur tout corps de type fini (2), rend les
meˆmes services que le the´ore`me des classes (1, 1) de Lefschetz, en calculant ρ(X) a`
l’aide de donne´es cohomologiques :
Conjecture 0.3. — Soit X une surface K3 sur un corps k de type fini. Si ℓ est un
nombre premier inversible dans k, et si k¯ est une cloˆture se´parable de k, l’application
classe de cycle induit un isomorphisme :
Pic(X)⊗Qℓ → H
2
e´t(Xk¯,Qℓ(1))
Gal(k¯/k).
Faisant suite aux travaux classiques [ASD73, Ny83, NO85], des progre`s re´cents de
Maulik [Mau12], Charles [Cha13] et Madapusi Pera [MP13] ont permis d’obtenir :
The´ore`me 0.4. — La conjecture 0.3 est vraie en caracte´ristique diffe´rente de 2.
On renvoie a` l’introduction de la deuxie`me partie de ce texte pour une discussion des
contributions respectives de ces articles.
La conjecture 0.3 est un cas particulier d’une conjecture bien plus ge´ne´rale, due a`
Tate [Ta65], qui pre´dit l’existence de cycles alge´briques en toute codimension sur toute
varie´te´ projective lisse sur un corps de type fini. On invite le lecteur a` consulter l’article
de survol [Sr14], qui replace notamment la conjecture 0.3 dans ce cadre ge´ne´ral.
Tre`s peu d’instances de cette conjecture sont connues. Si le cas des diviseurs sur les
surfaces K3 est accessible, c’est graˆce a` leur lien avec les varie´te´s abe´liennes, fourni par
la construction de Kuga-Satake. Pour cette raison, la premie`re partie de ce texte est
consacre´e a` l’e´tude de l’application de Kuga-Satake, et la deuxie`me partie a` la preuve
proprement dite du the´ore`me 0.4.
2. On dit qu’un corps est de type fini s’il est engendre´ par un nombre fini d’e´le´ments sur son
sous-corps premier.
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0.5. Conse´quences de la conjecture de Tate
La conjecture de Tate permet d’obtenir des informations sur le nombre de Picard
ρ(X). Dans le corollaire ci-dessous, (i) e´tait de´ja` connu d’Artin [Ar74] en toute carac-
te´ristique, (ii) est la conjecture d’Artin mentionne´e ci-dessus et l’argument de (iii),
attribue´ a` Swinnerton-Dyer, est [BHT11, Theorem 13].
Corollaire 0.5. — Soit X une surface K3 sur un corps k alge´briquement clos de
caracte´ristique p ≥ 3. Alors :
(i) ρ(X) ∈ {1, . . . , 20, 22}.
(ii) ρ(X) = 22 si et seulement si X est supersingulie`re.
(iii) Si X est de´finie sur un corps fini, ρ(X) est pair.
Preuve — Si X n’est pas supersingulie`re, ρ(X) ≤ 22 − 2h(X) ≤ 20. Si X est super-
singulie`re, choisissons-en une spe´cialisation Y de´finie sur un corps fini : Y est encore
supersingulie`re. Par la proposition 0.2 (iii), on peut supposer que l’action de Galois sur
H2e´t(YFp ,Qℓ(1)) est triviale, et le the´ore`me 0.4 montre que ρ(YFp) = 22. Par un the´ore`me
d’Artin [Ar74, Theorem 1.1], ρ(X) = ρ(YFp) = 22. Nous avons montre´ (i) et (ii).
Supposons que X est de´finie sur un corps fini. Quitte a` e´tendre les scalaires, on peut
supposer que la seule valeur propre du Frobenius agissant sur H2e´t(XFp ,Qℓ(1)) qui soit
une racine de l’unite´ est 1. Par dualite´ de Poincare´, si α est une autre valeur propre,
α−1 en est e´galement une, avec meˆme multiplicite´. On en de´duit que la multiplicite´
de la valeur propre 1 est paire. Comme l’action du Frobenius sur H2e´t(XFp ,Qℓ(1)) est
semi-simple [De81a, Corollaire 1.10], le the´ore`me 0.4 montre (iii).
De nombreux e´nonce´s sur les surfaces K3 supersingulie`res n’e´taient auparavant
connus que pour les surfaces K3 Shioda-supersingulie`res. On peut mentionner les
travaux d’Ogus sur le the´ore`me de Torelli cristallin [Og79, Og83], et le the´ore`me
suivant de Rudakov et Shafarevich [RS86] :
The´ore`me 0.6. — Une surface K3 supersingulie`re sur le corps des fractions d’un an-
neau de valuation discre`te de caracte´ristique ≥ 5 a potentiellement bonne re´duction.
Enfin, Lieblich, Maulik et Snowden [LMS11] ont re´cemment montre´ la conse´quence
suivante de la conjecture de Tate, analogue pour les surfaces K3 d’un the´ore`me de
Zarhin [Za77] pour les varie´te´s abe´liennes :
The´ore`me 0.7. — Si k est fini de caracte´ristique ≥ 5, il n’existe qu’un nombre fini
de classes d’isomorphisme de surfaces K3 sur k.
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0.6. Construction de courbes rationnelles sur les surfaces K3
Nous avons jusqu’ici discute´ l’existence de classes de courbes sur les surfaces K3. On
peut aussi chercher a` de´montrer l’existence de courbes particulie`res. Par exemple, une
courbe rationnelle est une sous-varie´te´ inte`gre dont la normalisation est isomorphe
a` P1. On conjecture :
Conjecture 0.8. — Une surface K3 sur un corps alge´briquement clos k contient une
infinite´ de courbes rationnelles.
Insistons sur le fait que cette conjecture est de´ja` inte´ressante, et toujours ouverte en
ge´ne´ral, quand k = C. En utilisant de manie`re cruciale la conjecture de Tate pour les
surfaces K3 sur les corps finis, et plus pre´cise´ment le corollaire 0.5 (iii), Bogomolov,
Hassett et Tschinkel [BHT11] et Li et Liedtke [LL12] y ont re´pondu positivement dans
de nombreux cas :
The´ore`me 0.9. — La conjecture 0.8 est vraie dans les deux cas suivants :
(i) Si k est de caracte´ristique nulle et X n’est pas de´finie sur Q.
(ii) Si k est de caracte´ristique 6= 2 et ρ(X) est impair.
La troisie`me partie de ce texte, inde´pendante des deux premie`res, est consacre´e a` la
de´monstration de ce the´ore`me ; on renvoie a` son introduction pour plus d’informations.
Remerciements. Merci a` Franc¸ois Charles, a` qui ce texte doit beaucoup, pour les
innombrables discussions que nous avons eues sur les mathe´matiques aborde´es ici ! Je
suis aussi reconnaissant a` Keerthi Madapusi Pera, qui a re´pondu avec pre´cision a` mes
nombreuses questions sur ses travaux, et a` Davesh Maulik pour le plaisir que j’ai eu a` lire
[Mau12]. Je tiens enfin a` remercier He´le`ne Esnault, Javier Fresa´n, Daniel Huybrechts,
Christian Liedtke et Gianluca Pacienza, qui ont relu des versions pre´liminaires de ce
texte : leurs conseils ont beaucoup ame´liore´ celui-ci.
1. L’APPLICATION DE KUGA-SATAKE
Kuga et Satake [KS67] ont associe´ a` toute surface K3 complexe polarise´e X une
varie´te´ abe´lienne A : sa varie´te´ de Kuga-Satake. La construction, purement transcen-
dente, consiste a` munir l’alge`bre de Clifford paire de H2prim(X,Z) d’une structure de
Hodge polarise´e de poids 1, qui correspond a` une varie´te´ abe´lienne A.
Des travaux successifs de Deligne [De72], Ogus [Og84], Andre´ [An96] ont permis
d’associer a` une surface K3 sur tout corps une varie´te´ de Kuga-Satake, et d’e´tendre a`
d’autres the´ories cohomologiques (ℓ-adique, cristalline) les liens qui sont visibles, dans la
de´finition transcendente, entre les cohomologies de Betti de X et de A. Ces techniques
ont permis de nombreux progre`s dans l’e´tude des surfaces K3 : le premier exemple en
a e´te´ la preuve par Deligne des conjectures de Weil pour les surfaces K3 [De72].
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Les avance´es sur la conjecture de Tate pour les surfaces K3, explique´es dans la partie
suivante, s’inscrivent dans cette ligne´e. Elles utilisent de manie`re cruciale un re´sultat
nouveau sur la construction de Kuga-Satake. On peut voir cette construction comme
un avatar de l’application des pe´riodes pour les surfaces K3 pour laquelle on dispose,
en caracte´ristique nulle, d’un the´ore`me de Torelli. Rizov [Ri10], Maulik [Mau12] et
Madapusi Pera [MP13] ont e´tendu, avec une ge´ne´ralite´ croissante, ce the´ore`me de Torelli
en caracte´ristique mixte. C’est l’objectif principal de cette partie (the´ore`me 1.4).
L’e´tude de l’application de Kuga-Satake en caracte´ristique mixte a e´te´ initie´e par
Rizov [Ri10]. Nous suivons ici de tre`s pre`s la pre´sentation de Madapusi Pera [MP13],
qui permet de travailler sur Z[1
2
], et nous renvoyons a` cet article pour plus de de´tails.
Comme Charles [Cha13] et Madapusi Pera [MP13], nous utilisons une variante de la
construction de Kuga-Satake classique, prenant en compte l’alge`bre de Clifford toute
entie`re, qui simplifie les relations cohomologiques entre X et A.
1.1. La construction de Kuga-Satake
Si X est une surface K3 polarise´e, on note P 2(X) := H2prim(X) la cohomologie pri-
mitive de X , et on la munit de la forme quadratique 〈·, ·〉 induite par la dualite´ de
Poincare´ (3). On utilisera des indices B, dR, e´t, ℓ, cris pour indiquer la the´orie cohomolo-
gique (Betti, de Rham, e´tale, ℓ-adique, cristalline) utilise´e.
Soit X une surface K3 complexe polarise´e, et soit ω = x + iy un ge´ne´rateur
de H2,0(X) tel que 〈ω, ω¯〉 = 2. Munissons l’alge`bre de Clifford re´elle Cl(P 2B(X,R))
d’une structure complexe en faisant agir x · y par multiplication a` gauche. Alors
A := Cl(P 2B(X,R))/Cl(P
2
B(X,Z)) est un tore complexe. On montre ([KS67], [Hu,
Chapter 4]) qu’il s’agit d’une varie´te´ abe´lienne : la varie´te´ de Kuga-Satake de X .
Les varie´te´s X et A sont lie´es par un morphisme de structures de Hodge induit par
la multiplication a` droite de P 2B(X,Z) sur Cl(P
2
B(X,Z)) :
(1) P 2B(X)(1) →֒ H
⊗(1,1)
B (A) := End(H
1
B(A)).
On note LB(A) ⊂ H
⊗(1,1)
B (A) la sous-structure de Hodge image.
La relation (1) sera cruciale dans la suite : elle permettra d’e´tablir un lien entre fibre´s
en droites sur X et endomorphismes de A (voir par exemple la proposition 2.3).
1.2. Espaces de modules de surfaces K3
Dans les paragraphes qui suivent, on explique comment effectuer cette construction
en famille, sur d’autres bases que C, et comment e´tendre la relation (1) a` d’autres
the´ories cohomologiques. Commenc¸ons par introduire les espaces de modules dont nous
aurons besoin.
3. De nombreux auteurs ([An96], [Ri10], [Mau12], [MP13]) utilisent l’oppose´ de cette forme qua-
dratique.
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Fixons un entier d ≥ 1, et notons M2d le champ de modules sur Z[
1
2
] des surfaces
K3 munies d’une polarisation primitive de degre´ 2d [Ri06]. C’est un champ de Deligne-
Mumford se´pare´ de type fini sur Z[1
2
]. On conside´rera plutoˆt M˜2d son reveˆtement double
e´tale correspondant aux trivialisations isome´triques du de´terminant de la cohomologie
primitive 2-adique (4) des surfaces K3.
Il re´sulte de [Og79, Proposition 2.2] que le lieu non lisse de M˜2d est constitue´ de
points isole´s correspondant a` des surfaces K3 supersingulie`res particulie`res, dites super-
spe´ciales. De tels points n’existent qu’en caracte´ristique p avec p | d mais p2 ∤ d. On
note M˜lisse2d le comple´mentaire de ces points.
1.3. L’application des pe´riodes
Notons Ld le re´seau primitif
(5) des surfaces K3 complexes munies d’une polarisation
primitive de degre´ 2d, Gd := SO(Ld), G
′
d := GSpin(Ld), et Γd ⊂ Gd(Z) et Kd ⊂ Gd(Ẑ)
les sous-groupes agissant trivialement sur le discriminant L∨d /Ld. Soit
Ω := {ω ∈ P(Ld,C)|〈ω, ω〉 = 0, 〈ω, ω¯〉 > 0} ≃ SO(2, 19)/ SO(2)× SO(19)
l’espace syme´trique (6) associe´ au groupe de Lie SO(2, 19). L’application des
pe´riodes (7) pour les surfaces K3 est une immersion ouverte PC : M˜2d,C → Ω/Γd
induite par X 7→ H2,0(X). On peut interpre´ter le domaine de pe´riodes Ω/Γd comme le
complexifie´ de la varie´te´ de Shimura Shd := ShKd(Gd,Q,Ω).
La donne´e de Shimura Ω se rele`ve au groupe G′d,Q [De72, 4.2]. On choisit comme
niveau K ′d ⊂ G
′
d(Ẑ) le sous-groupe de l’image re´ciproque de Kd dont la composante
en 2 appartient a` un sous-groupe compact ouvert assez petit de G′d(Q2). Un tel choix
permet d’assurer que Sh′d := ShK ′d(G
′
d,Q,Ω) est une varie´te´ quasi-projective. On obtient
un morphisme fini e´tale de varie´te´s de Shimura πC : Sh
′
d,C → Shd,C.
Enfin, faisons agir G′d,Q sur l’alge`bre de Clifford H := Cl(Ld,Q) par multiplication a`
gauche. Il est possible de munir (non canoniquement) H d’une forme symplectique ψ
Spin(Ld,Q)-invariante, de sorte que l’immersion G
′
Q →֒ GSp(H,ψ) induise un morphisme
fini et non ramifie´ de varie´te´s de Shimura ιC : Sh
′
d,C → AbC, ou` Ab est une varie´te´
de Shimura de type Siegel : un champ de modules de varie´te´s abe´liennes polarise´es.
L’application de Kuga-Satake ιC induit un sche´ma abe´lien sur Sh
′
d,C.
Notant M˜′2d,C := M˜2d,C ×Shd,C Sh
′
d,C, on obtient le diagramme suivant :
M˜′2d,C

P ′
C
// Sh′d,C
πC

ιC
// AbC
M˜2d,C
PC
// Shd,C .
4. Par [Sa12, Lemma 3.2], le nombre 2 ne joue pas ici un roˆle particulier.
5. C’est le re´seau explicite E8(−1)⊕2 ⊕ U⊕2 ⊕ 〈−2d〉, ou` U est le re´seau hyperbolique de rang 2.
6. Au de´tail pre`s que Ω a deux composantes connexes.
7. Nous utilisons un reveˆtement double de l’application classique [Be85].
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Si x ∈ M˜′2d(C) rele`ve une surface K3 complexe polarise´e [X ] ∈M2d(C), la varie´te´ de
Kuga-Satake deX construite au paragraphe 1.1 est la varie´te´ abe´lienne A correspondant
a` ιC(P
′
C(x)). De plus, le lien cohomologique (1) entre X et A se met en famille comme
suit (8). Il existe une sous-variation de structures de Hodge naturelle LB →֒ H
⊗(1,1)
B sur
Sh′d,C, et un isomorphisme P
2
B(1)
∼
−→ P ′∗C LB de variations de structures de Hodge sur
M˜′2d,C.
A` l’aide des the´ore`mes de comparaison avec la cohomologie de de Rham alge´brique
(resp. la cohomologie ℓ-adique), on obtient des isomorphismes compatibles de fibre´s
vectoriels filtre´s a` connexion inte´grable P2dR,C(1)
∼
−→ P ′∗C LdR,C →֒ P
′∗
CH
⊗(1,1)
dR,C (resp. de
syste`mes locaux ℓ-adiques P2ℓ,C(1)
∼
−→ P ′∗C Lℓ,C →֒ P
′∗
CH
⊗(1,1)
ℓ,C ) sur M˜
′
2d,C.
1.4. Classes de Hodge absolues et rationalite´ de la construction
Les corps reflex des trois varie´te´s de Shimura qui interviennent sont tous e´gaux a` Q
de sorte que celles-ci ont des mode`les canoniques Shd, Sh
′
d et Ab de´finis sur Q, qui sont
relie´s par des morphismes de varie´te´s de Shimura πQ et ιQ.
L’outil essentiel utilise´ pour descendre sur Q les constructions ci-dessus est la the´orie
des classes de Hodge absolues, introduites implicitement a` cet effet par Deligne [De72].
En effet, le morphisme (1) est induit par une classe de Hodge absolue. Cela re´sulte du
the´ore`me de Deligne que toute classe de Hodge sur une varie´te´ abe´lienne est absolue
[DMOS82, I Theorem 2.11] ainsi que d’une re´duction au cas ou` X est une surface de
Kummer, par le principe B de Deligne [DMOS82, I Theorem 2.12].
Ce fait permet d’abord de montrer [Ki10, 2.2.1, 2.2.2] que les sous-fibre´s vectoriels
filtre´s a` connexion inte´grable (resp. sous-syste`mes locaux ℓ-adiques) ci-dessus sont na-
turellement de´finis sur Sh′d : on a LdR,Q →֒ H
⊗(1,1)
dR,Q (resp. Lℓ,Q →֒ H
⊗(1,1)
ℓ,Q ).
Il permet ensuite de ve´rifier [MP13, Corollary 4.4] que l’application des pe´riodes PC
est de´finie sur Q. Une preuve diffe´rente avait e´te´ propose´e par Rizov [Ri10, Theorem
3.9.1], comme conse´quence d’un the´ore`me de la multiplication complexe pour les sur-
faces K3 de nombre de Picard 20. Notant encore M˜′2d,Q := M˜2d,Q ×Shd Sh
′
d, on obtient
le diagramme :
M˜′2d,Q
P ′
Q
−→ Sh′d
ιQ
−→ Ab .
Associe´ a` un argument de monodromie, il permet finalement [MP13, Proposition 4.6]
d’obtenir des isomorphismes P2dR,Q(1)
∼
−→ P ′∗Q LdR,Q (resp. P
2
ℓ,Q(1)
∼
−→ P ′∗Q Lℓ,Q) sur M˜
′
2d,Q,
qui sont les analogues de (1) en cohomologie de de Rham (resp. ℓ-adique).
8. Nous noterons toujours H le H1 en famille de varie´te´s de Kuga-Satake, et P2 la cohomologie
primitive en famille de surfaces K3 polarise´es. Nous noterons e´galement H⊗(1,1) := H ⊗ (H)∨ =
End(H).
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1.5. Mode`les entiers de varie´te´s de Shimura
On souhaite e´tendre les constructions ci-dessus sur Z[1
2
]. Pour cela, il faut choisir des
mode`les de nos varie´te´s sur Z[1
2
]. Nous avons de´ja` indique´ que M˜2d,Q a un mode`le M˜2d
fourni par son interpre´tation modulaire. Il reste a` construire des mode`les naturels pour
les varie´te´s de Shimura qui interviennent.
Une bonne notion, inspire´e par la de´finition des mode`les de Ne´ron, a e´te´ de´gage´e par
Milne [Mi92] (voir aussi [Mo98]). La formuler ne´cessite de ne pas travailler avec une
structure de niveau fixe´e. Pour cela, soient (G,X) une donne´e de Shimura de corps
reflex E, O l’anneau des entiers de E, p un nombre premier, p une place de E au-dessus
de p, Apf les ade`les finis de Q dont la composante en p est triviale, et Kp ⊂ G(Qp)
et Kp ⊂ G(Apf) des sous-groupes compacts ouverts. On conside`re la limite projective
ShKp(G,X) := lim←−Kp ShKpK
p(G,X) sur les structures de niveau premie`res a` p : c’est
un E-sche´ma muni d’une action continue de G(Apf). C’est pour ce sche´ma qu’on peut
espe´rer l’existence d’un mode`le ve´rifiant une proprie´te´ universelle de type Ne´ron.
De´finition 1.1. — Un mode`le entier canonique lisse en p de ShKp(G,X) est
un O(p)-sche´ma se´pare´, re´gulier et formellement lisse ShKp(G,X) muni d’une action
continue de G(Apf) et d’une identification G(A
p
f )-e´quivariante de sa fibre ge´ne´rique avec
ShKp(G,X) tel que pour tout O(p)-sche´ma re´gulier et formellement lisse X , tout mor-
phisme XE → ShKp(G,X) se prolonge en un morphisme X → ShKp(G,X).
Si un tel mode`le existe, il est unique. On de´finit alors le mode`le entier canonique lisse
de ShKpKp(G,X) : c’est ShKpKp(G,X) := ShKp(G,X)/K
p.
Dans les cas qui nous inte´ressent, de tels mode`les ont e´te´ construits par Kisin [Ki10]
quand p ∤ 2d, et par Madapusi Pera [MP12] quand p 6= 2 :
The´ore`me 1.2. — Les varie´te´s de Shimura Shd et Sh
′
d admettent des mode`les Shd et
Sh
′
d sur Z[
1
2
] qui sont canoniques lisses sur Z(p) pour tout p 6= 2.
Si p ∤ d, le principe de la preuve de ce the´ore`me remonte a` Milne [Mi92], et une telle
preuve a e´te´ annonce´e par Vasiu [Va99]. La varie´te´ de Shimura Ab a une interpre´tation
modulaire qui permet de construire un mode`le entier naturel Ab de Ab sur Z[1
2
] : Ab
est encore un champ de modules de varie´te´s abe´liennes polarise´es. On de´finit alors Sh
′
d
comme la normalisation de l’adhe´rence de Sh′d dans Ab
(9). La difficulte´, surmonte´e par
Kisin, est de ve´rifier que Sh
′
d est bien lisse. La proprie´te´ universelle des mode`les cano-
niques lisses re´sulte alors de the´ore`mes d’extension de sche´mas abe´liens. Kisin construit
enfin Shd a` partir de Sh
′
d de sorte que π : Sh
′
d → Shd soit toujours fini e´tale, en montrant
que les difficulte´s identifie´es par Moonen [Mo98, 3.21] n’apparaissent pas.
Pour re´duire le cas ge´ne´ral a` cette situation, Madapusi Pera plonge primitivement
le re´seau Ld ⊗ Z(p) dans un Z(p)-re´seau M de discriminant premier a` p [MP12, Lemma
6.8]. Les varie´te´s de Shimura associe´es a` SO(MQ) et GSpin(MQ) sont justiciables des
re´sultats de Kisin et posse`dent donc des mode`les entiers canoniques lisses en p. Madapusi
9. Nous sommes ici impre´cis sur le choix des structures de niveau.
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Pera est capable de de´crire avec assez de pre´cision l’adhe´rence de Shd et Sh
′
d dans ces
mode`les pour en de´duire l’existence des mode`les entiers canoniques lisses Shd et Sh
′
d.
A posteriori, la construction montre qu’on aurait pu de´finir Sh
′
d comme le lieu lisse de
la normalisation de l’adhe´rence Sh′d dans Ab
(9).
La proprie´te´ universelle des mode`les canoniques lisses, applique´e a` une limite projec-
tive X d’espaces de modules de surfaces K3 avec structures de niveau, permet d’e´tendre
l’application des pe´riodes PQ en P : M˜
lisse
2d → Shd [MP13, Proposition 4.7]. Notant tou-
jours M˜′ lisse2d := M˜
lisse
2d ×Shd Sh
′
d, on obtient le diagramme :
M˜′ lisse2d
P ′
−→ Sh ′d
ι
−→ Ab.
Il est facile d’e´tendre Lℓ,Q →֒ H
⊗(1,1)
ℓ,Q en un sous-syste`me local ℓ-adique Lℓ →֒ H
⊗(1,1)
ℓ
sur Sh
′
d,Z[ 1
2ℓ
] satisfaisant P
2
ℓ(1)
∼
−→ P ′∗Lℓ. La construction de Kisin et Madapusi Pera
montre qu’il est e´galement possible d’e´tendre naturellement LdR,Q →֒ H
⊗(1,1)
dR,Q en un
sous-fibre´ vectoriel filtre´ a` connexion inte´grable LdR →֒ H
⊗(1,1)
dR sur Sh
′
d. La compatibilite´
P2dR(1)
∼
−→ P ′∗LdR sera ve´rifie´e a` la proposition 1.5.
Remarque 1.3. — Quand p | d mais p2 ∤ d, Madapusi Pera [MP12] conside`re une va-
riante des de´finitions et constructions ci-dessus et obtient des mode`les entiers canoniques
en p de Shd et Sh
′
d non ne´cessairement lisses, qui permettent d’e´tendre l’application des
pe´riodes a` M˜2d tout entier [MP13, Proposition 4.7].
1.6. Le the´ore`me de Torelli
Venons-en a` pre´sent au the´ore`me principal de cette partie, qui ge´ne´ralise le the´ore`me
de Torelli en caracte´ristique mixte :
The´ore`me 1.4. — L’application des pe´riodes P est une immersion ouverte.
Cet e´nonce´ avait de´ja` e´te´ obtenu par Maulik [Mau12, Proposition 5.10] quand p ∤ d
et p ≥ 5. Le cas ge´ne´ral, duˆ a` Madapusi Pera [MP13, Theorem 4.8], suit une strate´gie
proche de celle de Maulik. Le choix d’une construction de Kuga-Satake utilisant toute
l’alge`bre de Clifford est une simplification technique importante introduite dans [Cha13,
Proposition 13]. Signalons e´galement un re´sultat ante´rieur, moins pre´cis, de Rizov [Ri10,
Corollary 7.2.3].
La preuve suit les arguments du the´ore`me de Torelli infinite´simal classique. Les
de´formations infinite´simales d’une varie´te´ lisse X sont controˆle´es par le groupe
H1(X, TX), a` l’aide de l’application de Kodaira-Spencer. Si X est une surface K3,
H1(X, TX) ≃ H1(X,Ω1X) est un gradue´ pour la filtration de Hodge de la cohomologie
de de Rham alge´brique de X . Ceci explique que la preuve du the´ore`me 1.4 soit une
conse´quence d’un re´sultat de compatibilite´ en cohomologie de Rham de la construction
de Kuga-Satake :
Proposition 1.5. — L’isomorphisme P2dR,Q(1)
∼
−→ P ′∗Q LdR,Q induit un isomorphisme
P2dR(1)
∼
−→ P ′∗LdR de fibre´s vectoriels filtre´s a` connexion inte´grable.
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Preuve du the´ore`me 1.4 — Soient [X ] ∈ M˜′ lisse2d (K) un point correspondant a` une
surface K3 polarise´e (X, ξ) sur un corps alge´briquement clos K de caracte´ristique ≥ 3,
et v ∈ M˜′ lisse2d (K[ε]/ε
2) un vecteur tangent a` M˜′ lisse2d en [X ] contracte´ par l’application
des pe´riodes P ′. Comme P2dR(1) ≃ P
′∗LdR par la proposition 1.5, l’application ∇v :
P2dR|[X] → P
2
dR|[X] est nulle. L’application induite par transversalite´ de Griffiths entre
les gradue´s pour la filtration de Hodge ∇v : H
0(X,Ω2X) → H
1(X,Ω1X)
⊥ξ l’est donc
e´galement. Comme celle-ci est donne´e par le cup-produit avec la classe de Kodaira-
Spencer ks(v) ∈ H1(X, TX), et que Ω2X ≃ OX , il s’ensuit que cette classe de Kodaira-
Spencer est nulle. Par proprie´te´ de l’espace de modules, v est donc nul.
Comme M˜′ lisse2d et Sh
′
d sont lisses de la meˆme dimension relative 19 sur Spec(Z[
1
2
]),
nous avons montre´ que P ′ est e´tale, donc que P est e´tale. Comme M˜lisse2d est se´pare´
et que P |M˜lisse2d,Q
est une immersion ouverte par le the´ore`me de Torelli en caracte´ristique
nulle, le Main Theorem de Zariski montre que P est une immersion ouverte.
La preuve de la proposition 1.5 exploite l’interpre´tation cristalline de la cohomologie
de de Rham, en se reposant sur des versions entie`res du the´ore`me de comparaison entre
cohomologie e´tale p-adique et cohomologie cristalline. A` cet effet, Maulik et Charles
s’appuyaient sur la the´orie de Fontaine-Laffaille et Fontaine-Messing [FM87], et sur des
ame´liorations de celle-ci dues a` Kisin [Ki06]. Cela ne leur permettait pas de traiter
les caracte´ristiques 2 et 3. Madapusi Pera e´vite a` cette e´tape toute hypothe`se sur la
caracte´ristique, en remarquant qu’il n’a besoin de conside´rer que des varie´te´s ordinaires,
et en exploitant un re´sultat ante´rieur plus faible de Bloch et Kato [BK86], au sujet
duquel on pourra aussi consulter l’appendice de [PR88].
Preuve de la proposition 1.5 — Soient K un corps alge´briquement clos de carac-
te´ristique p ≥ 3 et s ∈ M˜′ lisse2d (W (K)) dont la fibre spe´ciale correspond a` une sur-
face K3 X sur K. Les groupes de cohomologie de de Rham P2dR|s (resp. P
′∗LdR(−1)|s)
sont desW (K)-modules qui ont une structure de F -cristaux (10) (i.e. qui portent une ac-
tion semi-line´aire du Frobenius) induite par leur interpre´tation cristalline. Ogus [Og84,
§7] a montre´ que l’isomorphisme P2dR|sQ
∼
−→ P ′∗Q LdR(−1)|sQ commute a` cette action du
Frobenius. Comme explique´ par Madapusi Pera [MP13, Lemma 4.9], on peut aujour-
d’hui voir cet e´nonce´ comme une conse´quence d’un the´ore`me de Blasius et Wintenberger
([Bla94], [Mo98, Theorem 5.6.3]) selon lequel le the´ore`me de comparaison entre coho-
mologie cristalline et cohomologie e´tale p-adique est compatible aux re´alisations des
classes de Hodge absolues sur les varie´te´s abe´liennes.
Supposons X ordinaire. Les polygones de Hodge et de Newton du F -cristal P2dR|s
co¨ıncident alors. Comme la varie´te´ de Kuga-Satake A associe´e a` X est e´galement ordi-
naire ([Ny83, Proposition 2.5], [Og84, Theorem 7.8]) et que P ′∗LdR(−1)|s est un sous-F -
cristal primitif de H
⊗(1,1)
cris (A)(−1), il en va de meˆme pour le F -cristal P
′∗LdR(−1)|s. La
de´composition de Newton-Hodge [Kat79, Theorem 1.6.1] montre alors que le F -cristal
10. Nous avons modifie´ les twists a` la Tate car P2dR(1)|s, qui peut avoir des pentes ne´gatives, n’est
pas vraiment un F -cristal.
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P2dR|s (resp. P
′∗LdR(−1)|s) est canoniquement somme directe de trois sous-F -cristaux
de pentes 0, 1 et 2. Un the´ore`me de Bloch et Kato [BK86, Theorem 9.6.2] montre que
ces sous-F -cristaux s’identifient aux gradue´s tensorise´s par W (K) d’une filtration na-
turelle sur P2p|sQ (resp. P
′∗
Q Lp(−1)|sQ). Comme P
2
p|sQ
∼
−→ P ′∗Q Lp(−1)|sQ, on conclut que
P2dR → P
′∗LdR(−1) est un isomorphisme.
Appliquant ce re´sultat a` des rele`vements des points ge´ne´riques ge´ome´triques de la
fibre spe´ciale de M˜′ lisse2d , on voit que l’isomorphisme P
2
dR,Q(1)
∼
−→ P ′∗Q LdR,Q se prolonge
en un isomorphisme de fibre´s vectoriels sur un ouvert contenant les points ge´ne´riques
de la fibre spe´ciale de M˜′ lisse2d . Comme M˜
′ lisse
2d est normal, il s’e´tend en un isomorphisme
sur M˜′ lisse2d tout entier. Cet isomorphisme pre´serve la connexion et la filtration, car c’est
le cas sur la fibre ge´ne´rique.
Remarque 1.6. — La preuve pre´ce´dente montre en fait [MP13, Corollary 4.14] que l’on
a un isomorphisme P2cris
∼
−→ P ′∗Lcris(−1) →֒ H
⊗(1,1)
cris (−1) de F -cristaux sur M˜
′ lisse
2d,Fp, qui
met en famille l’analogue cristallin de la relation (1).
Remarque 1.7. — Le the´ore`me 1.4 implique que M˜lisse2d,Fp a pour espace de modules
grossier un sche´ma quasi-projectif. Il permet e´galement de montrer que celui-ci est
ge´ome´triquement inte`gre si p2 ∤ d [MP13, Corollary 4.16].
Remarque 1.8. — On ne peut espe´rer que l’application des pe´riodes P soit surjective :
il faudrait au moins prendre en compte les surfaces K3 quasi-polarise´es, c’est-a`-dire
munies d’un fibre´ en droites gros et nef. Les articles [Mau12] et [MP13] se placent
dans ce cadre le´ge`rement plus ge´ne´ral. La question de la surjectivite´ de l’application
des pe´riodes est alors intimement lie´e a` l’existence d’un crite`re de bonne re´duction
potentielle du type Ne´ron-Ogg-Shafarevich pour les surfaces K3. Matsumoto [Mat14] a
obtenu un tel re´sultat en caracte´ristique assez grande, en s’inspirant de techniques de
Maulik [Mau12, §4].
Remarque 1.9. — Un the´ore`me de Torelli a` l’e´nonce´ plus proche des formulations clas-
siques (la surface K3 est de´termine´e par des donne´es cohomologiques) avait e´te´ obtenu
par Ogus [Og83] pour les surfaces K3 Shioda-supersingulie`res en caracte´ristique ≥ 5.
2. CONSTRUCTION DE FIBRE´S EN DROITES
Dans cette partie, nous expliquons les ide´es de la preuve de la conjecture de Tate
pour les surfaces K3 en caracte´ristique diffe´rente de 2 :
The´ore`me 2.1. — Soit X une surface K3 sur un corps de type fini k de carac-
te´ristique 6= 2. Soient ℓ un nombre premier inversible dans k, k¯ une cloˆture se´parable
de k et Γk := Gal(k¯/k). Alors l’application classe de cycle induit un isomorphisme :
Pic(X)⊗Qℓ → H
2
e´t(Xk¯,Qℓ(1))
Γk .
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Les premiers re´sultats positifs ont e´te´ obtenus pour des surfaces K3 elliptiques
([ASD73, Theorem 5.2], [Ar74, Theorem 1.7]) ou de degre´ 2 [RSZ83, Theorem 4].
Toutes les avance´es ulte´rieures ont repose´ sur la construction de Kuga-Satake. En ca-
racte´ristique nulle, celle-ci permet facilement de se ramener a` la conjecture de Tate pour
les varie´te´s abe´liennes prouve´e par Faltings [Fa83, Fa84]. Sur les corps finis, Nygaard
[Ny83] (resp. Nygaard et Ogus [NO85]) ont e´tendu ces arguments, et ramene´ la conjec-
ture de Tate pour les surfaces K3 ordinaires (resp. de hauteur finie en caracte´ristique
≥ 5) a` la conjecture de Tate pour les varie´te´s abe´liennes sur les corps finis prouve´e par
Tate [Ta66]. Apre`s un premier paragraphe de ge´ne´ralite´s, nous rappelons brie`vement
ces travaux aux paragraphes 2.2 et 2.3.
C’est Maulik [Mau12] qui a le premier obtenu des re´sultats dans le cas supersingulier,
plus difficile, et laisse´ ouvert par Nygaard et Ogus. Plus pre´cise´ment, Maulik montre le
the´ore`me 2.1 quand k est un corps fini de caracte´ristique p ≥ 5, X est supersingulie`re et
X posse`de une polarisation de degre´ 2d avec p > 2d+4. Sa strate´gie est spe´cifique aux
surfaces K3 supersingulie`res, et proce`de par re´duction au cas elliptique. L’originalite´ de
sa me´thode re´side dans l’utilisation formes automorphes construites a` l’aide de travaux
de Borcherds [Bor99].
Dans [Cha13], Charles a poursuivi et ame´liore´ cette strate´gie, en exploitant davantage
la construction de Kuga-Satake. Cela lui permet de contourner les difficulte´s lie´es a` la
mauvaise re´duction de surfaces K3 rencontre´es par Maulik. Nous expliquons comment
les arguments qu’il de´veloppe permettent de montrer le the´ore`me 2.1 quand k est un
corps fini de caracte´ristique p ≥ 5, X est supersingulie`re et X posse`de une polarisation
de degre´ premier a` p (11).
Le paragraphe 2.6, dont le re´sultat principal est le the´ore`me 2.8, est consacre´ a` cette
approche.
Dans les paragraphes 2.4 et 2.5, nous discutons la preuve par Madapusi Pera [MP13]
du the´ore`me 2.1. Sa strate´gie est tout a` fait dans le prolongement de la preuve de la
conjecture de Tate en caracte´ristique nulle, ainsi que des travaux de Nygaard et Ogus.
Elle a l’avantage de ne pas distinguer entre surfaces K3 supersingulie`res et surfaces K3
de hauteur finie, de ne pas ne´cessiter une re´duction au cas elliptique, et de permettre de
traiter le cas des corps de type fini. Elle s’appuie de manie`re essentielle sur les travaux
re´cents de Kisin [Ki14] sur la re´duction modulo p de varie´te´s de Shimura de type Hodge.
11. L’article [Cha13] a pour the´ore`me principal la conjecture de Tate pour les surfaces K3 supersin-
gulie`res sur un corps fini de caracte´ristique≥ 5. Il contient malheureusement une erreur. Dans la preuve
de [Cha13, Proposition 25], il faut ve´rifier que T est lisse pour pouvoir appliquer [Mau12, Lemma 5.12].
Sous les hypothe`ses de [Cha13, Proposition 25], c’est vrai, et duˆ a` Kisin [Ki10]. Cependant, dans la
preuve de [Cha13, Corollary 29], la proposition [Cha13, Proposition 25] est utilise´e dans une ge´ne´ralite´
ou` [Ki10] ne s’applique pas.
Un erratum a` [Cha13] expliquera comment corriger ces arguments. Dans ce texte, nous nous
contentons de traiter le cas ou` il existe une polarisation de degre´ premier a` la caracte´ristique.
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2.1. Pre´liminaires
Pour prouver le the´ore`me 2.1, on peut remplacer k par une extension finie k′. En
effet, si la conjecture de Tate vaut pour Xk′ et si α ∈ H2e´t(Xk¯,Qℓ(1))
Γk , on peut e´crire
α comme Qℓ-combinaison line´aire
∑
i λi[Li]ℓ de classes de fibre´ en droites sur Xk′. On
a alors [k′ : k]α =
∑
i λi[Nk′/k(Li)]ℓ.
Pour cette raison, on s’autorisera dans la suite a` remplacer k par une extension finie
sans ne´cessairement le mentionner explicitement. On choisit en particulier une telle
extension de sorte que tous les fibre´s en droites sur Xk¯ soient de´finis sur k, et on munit
X d’une polarisation primitive ξ de degre´ 2d.
Nous avions exclu au paragraphe 1.2 un nombre fini de surfaces K3 superspe´ciales.
Ce n’est pas grave pour deux raisons. D’une part, ce n’e´tait pas vraiment ne´cessaire
(voir la remarque 1.3). D’autre part, celles-ci sont supersingulie`res et posse`dent des
de´formations supersingulie`res non superspe´ciales [Og79, Remark 2.7]. Par [Ar74, Theo-
rem 1.1], il suffit de prouver la conjecture de Tate pour une telle de´formation. On peut
donc supposer [X ] ∈Mlisse2d (k).
Rappelons le diagramme M˜′ lisse2d
P ′
−→ Sh ′d
ι
−→ Ab obtenu au paragraphe 1.5. L’appli-
cation des pe´riodes P ′ est une immersion ouverte par le the´ore`me de Torelli 1.4, et, par
construction, l’application de Kuga-Satake ι est quasi-finie, et finie si p ∤ d.
Quitte a` remplacer k par une extension finie, on peut supposer que [X ] ∈ Mlisse2d (k)
se rele`ve en un point encore note´ [X ] ∈ M˜′ lisse2d (k). On dira que la varie´te´ abe´lienne A
correspondant a` ι(P ′([X ])) est la varie´te´ de Kuga-Satake associe´e a` X .
Explicitons les informations cohomologiques obtenues dans la partie pre´ce´dente. Si
x ∈ Sh ′d(k), et si A est la varie´te´ abe´lienne associe´e a` ι(x), on dispose, pour diverses
the´ories cohomologiques, d’un sous-espace canonique L(A) →֒ End(H1(A)). Si de plus
x = P ′([X ]), on a construit, pour ces meˆmes the´ories cohomologiques, un isomorphisme
P 2(X)(1)
∼
−→ L(A). En particulier, si A est la varie´te´ de Kuga-Satake associe´e a` X , on
dispose d’une inclusion naturelle P 2(X)(1) →֒ End(H1(A)).
2.2. La conjecture de Tate en caracte´ristique nulle
Expliquons maintenant la preuve classique du the´ore`me 2.1 en caracte´ristique nulle
([Ta94, Theorem 5.6 (a)], [An96, Theorem 1.6.1 (ii)]). Fixant un plongement k¯ →֒ C,
on obtient un diagramme commutatif :
P 2B(XC,Q(1))

 jB
//

End(H1B(AC,Q))

P 2e´t(Xk¯,Qℓ(1))

 jℓ
// End(H1e´t(Ak¯,Qℓ)).
La ligne supe´rieure est un morphisme de structures de Hodge rationnelles, la ligne
infe´rieure est Γk-e´quivariante, et les fle`ches verticales sont donne´es par le the´ore`me de
comparaison entre cohomologie de Betti et cohomologie ℓ-adique. Comme la structure de
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Hodge End(H1B(AC,Q)) est polarisable, il existe une re´traction qB : End(H
1
B(AC,Q))→
P 2B(XC,Q(1)) de jB qui est un morphisme de structures de Hodge. On note qℓ son
extension des scalaires a` Qℓ.
Soit α ∈ H2e´t(Xk¯,Qℓ(1))
Γk . Quitte a` la modifier par un multiple de la polarisation,
on peut supposer α ∈ P 2e´t(Xk¯,Qℓ(1))
Γk . Son image jℓ(α) est encore Γk-invariante. Par
la conjecture de Tate pour les varie´te´s abe´liennes prouve´e par Faltings [Fa83, Fa84],
cette image est Qℓ-combinaison line´aire de classes d’endomorphismes fi de A : e´crivons
jℓ(α) =
∑
i λi[fi]ℓ. La classe qB([fi]B) est de Hodge, et par le the´ore`me des classes
(1, 1) de Lefschetz, c’est la classe d’un fibre´ en droites Li sur X . On calcule alors
α = qℓ(jℓ(α)) = qℓ(
∑
i λi[fi]ℓ) =
∑
i λiqℓ([fi]ℓ) =
∑
i λi[Li]ℓ.
2.3. Rele`vements canoniques et quasi-canoniques
Les articles [Ny83] et [NO85] adaptent cette strate´gie. Supposons k fini etX ordinaire,
et esquissons les arguments de [Ny83]. Nygaard (voir aussi [De81b]) montre l’existence
d’un rele`vement polarise´ X de X sur W (k), dit canonique, qui ve´rifie la proprie´te´
suivante. Soit A le sche´ma abe´lien de Kuga-Satake associe´ a` X : alors A est ordinaire et
A est son rele`vement canonique (12). En particulier, tout endomorphisme de A se rele`ve
en un endomorphisme de A.
La preuve du paragraphe pre´ce´dent fonctionne alors : une classe dans P 2e´t(Xk¯,Qℓ(1))
Γk
induit une classe dans End(H1e´t(Ak¯,Qℓ))
Γk . Par la conjecture de Tate pour les varie´te´s
abe´liennes prouve´e par Tate [Ta66], celle-ci est Qℓ-combinaison line´aire de classes d’en-
domorphismes de A. Ces endomorphismes se rele`vent a` A, ou` leurs classes de Betti sont
de Hodge, et induisent par projection des classes de Hodge dans P 2B(XC,Q(1)). Par le
the´ore`me des classes (1, 1) de Lefschetz, celles-ci correspondent a` des fibre´s en droites
qu’on peut spe´cialiser sur X pour conclure.
La strate´gie de [NO85] est similaire mais plus complique´e. Ils travaillent avec la
cohomologie cristalline plutoˆt qu’avec la cohomologie ℓ-adique, et de´veloppent, pour
les surfaces K3 de hauteur finie, une notion plus faible de rele`vement quasi-canonique.
Comme les rele`vements canoniques de [Ny83], ces rele`vements quasi-canoniques ont la
proprie´te´ remarquable que tout fibre´ en droites sur X s’y rele`ve.
2.4. Endomorphismes spe´ciaux
La difficulte´ pour appliquer ces ide´es a` une surface K3 supersingulie`re est qu’il n’est
pas possible de trouver un rele`vement de celle-ci en caracte´ristique nulle auquel tous
les fibre´s en droites se rele`vent.
On peut tout de meˆme exploiter les arguments ci-dessus en conside´rant plusieurs
rele`vements distincts de X . Cela permet de relier les fibre´s en droites sur X a` certains
endomorphismes de A, dits spe´ciaux. Nous suivons la pre´sentation syste´matique de
12. Nygaard [Ny83, Corollary 2.5, Proposition 2.8] montre ce re´sultat a` isoge´nie pre`s, mais voir [Ri10,
Proposition 7.2.2] et [MP13, Proposition 4.22].
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Madapusi Pera [MP12, MP13] ; ces arguments sont e´galement utilise´s dans la preuve
de [Cha13, Proposition 22].
De´finition 2.2. — Soient k un corps et A la varie´te´ abe´lienne associe´e a` un k-point
de Sh
′
d. Un endomorphisme f de A est dit spe´cial si sa classe appartient a` L(A) →֒
End(H1(A)) pour toutes les cohomologies ℓ-adiques avec ℓ inversible dans k, et en
cohomologie cristalline si k est de caracte´ristique finie.
On montre [MP12] qu’il suffit de le ve´rifier pour une cohomologie ℓ-adique si k est
de caracte´ristique nulle, et pour la cohomologie cristalline si k est de caracte´ristique
finie. De plus, pour une famille de tels endomorphismes, eˆtre spe´cial est une proprie´te´
ouverte et ferme´e. On note LEnd(A) l’ensemble des endomorphismes spe´ciaux de A.
La proposition suivante est due a` Madapusi Pera [MP13, Proposition 4.17 (4)] :
Proposition 2.3. — Si A est la varie´te´ de Kuga-Satake associe´e a` la surface K3 pola-
rise´e (X, ξ), il y a un isomorphisme Pic(X)⊥ξ
∼
−→ LEnd(A) compatible aux re´alisations
cohomologiques.
Preuve — Les arguments sont analogues a` ceux des deux paragraphes pre´ce´dents.
Expliquons-les rapidement, surtout pour mettre en e´vidence que le the´ore`me de Torelli
1.4 est utilise´ de manie`re cruciale. Comme la preuve est plus facile en caracte´ristique
nulle, supposons X de caracte´ristique finie p.
Si ζ ∈ Pic(X)⊥ξ, on peut relever (X, ξ, ζ) en (X , ξ˜, ζ˜) en caracte´ristique nulle [LO11,
Proposition A.1], noter A la varie´te´ de Kuga-Satake associe´e et plonger son corps de
de´finition dans C. La classe [ζ˜C]B ∈ P 2B(XC) est de Hodge, induit une classe de Hodge
dans End(H1B(AC)), qui correspond a` un endomorphisme spe´cial de AC, qu’on peut
spe´cialiser en un endomorphisme spe´cial de A.
Re´ciproquement, soit f ∈ LEnd(A) un endomorphisme spe´cial. L’e´tude des
de´formations des endomorphismes spe´ciaux, effectue´e a` l’aide des the´ories de Serre-Tate
et de Grothendieck-Messing, montre qu’il est possible de relever le point [A] ∈ Sh ′d(k)
en A en caracte´ristique nulle de sorte que l’endomorphisme spe´cial f se rele`ve en
un endomorphisme spe´cial f˜ . Le the´ore`me 1.4 montre que ce rele`vement induit un
rele`vement compatible X de la surface K3 X . La classe [f˜C]B est de Hodge. Comme
f˜ est spe´cial, elle correspond a` une classe de Hodge dans P 2B(XC). C’est la classe d’un
fibre´ en droites sur XC, qu’on peut spe´cialiser sur X .
Remarque 2.4. — La construction de Kuga-Satake sur C explique´e au paragraphe 1.1
montre que si ζ ∈ Pic(X)⊥ξ, l’endomorphisme spe´cial f associe´ satisfait f ◦ f = (ζ2) Id.
On en de´duit imme´diatement :
Corollaire 2.5. — Pour prouver le the´ore`me 2.1 en caracte´ristique finie, il suffit de
montrer que LEnd(A)⊗Qℓ → Lℓ(A)
Γk est un isomorphisme
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Montrons, en suivant [MP13, Corollary 5.11], que nous pouvons maintenant nous ra-
mener au cas des corps finis, a` l’aide de la conjecture de Tate pour les varie´te´s abe´liennes
sur les corps de type fini de caracte´ristique finie, prouve´e par Zarhin.
Proposition 2.6. — Pour prouver le the´ore`me 2.1 en caracte´ristique finie, il suffit
de traiter le cas ou` k est fini.
Preuve — E´crivons k comme corps des fonctions d’une varie´te´ inte`gre B sur un corps
fini. Quitte a` re´tre´cir B, on peut supposer que X et A ont des mode`les propres et lisses
X et A sur B. Choisissons b ∈ B(Fq) un point ferme´ de B.
Soient α ∈ Lℓ(A)Γk une classe de cohomologie et αb ∈ Lℓ(Ab)
ΓFq sa spe´cialisation.
D’une part, par le the´ore`me de Zarhin [Za76, Corollary 2], α est Qℓ-combinaison line´aire
de classes d’endomorphismes de A. D’autre part, par hypothe`se, αb est Qℓ-combinaison
line´aire de classes d’endomorphismes spe´ciaux de Ab. Par injectivite´ des applications
classe de cycle et spe´cialisation, α est Qℓ-combinaison line´aire de classes d’endomor-
phismes de A qui sont spe´ciaux sur Ab, donc d’endomorphismes spe´ciaux de A.
2.5. Re´duction modulo p de varie´te´s de Shimura
Dans ce paragraphe, nous finissons de pre´senter la preuve par Madapusi Pera du
the´ore`me 2.1 en caracte´ristique finie. Par la proposition 2.6, on suppose que k est fini.
Par le corollaire 2.5, il suffit de montrer que toute classe dans Lℓ(A)
Γk est
Qℓ-combinaison line´aire de classes d’endomorphismes spe´ciaux. Malheureusement,
la conjecture de Tate pour les varie´te´s abe´liennes, qui montre seulement qu’elle est
Qℓ-combinaison line´aire de classes d’endomorphismes, ne permet pas de conclure.
Cependant, cet e´nonce´ ne fait plus intervenir de surfaces K3, mais seulement des
varie´te´s abe´liennes obtenues par la construction de Kuga-Satake et leurs endomor-
phismes spe´ciaux : c’est un proble`me interne a` la the´orie des varie´te´s de Shimura de
type GSpin. La preuve de Madapusi Pera tire parti de ce cadre plus ge´ne´ral.
Pour cela, plongeons Ld⊗Z(p) comme un sous-re´seau primitif propre d’un Z(p)-re´seau
M de signature (2, m) et de discriminant premier a` p [MP12, Lemma 6.8]. On obtient un
morphisme de varie´te´s de Shimura Sh′d → Sh
′
M , qui induit un morphisme f : Sh
′
d → Sh
′
M
entre leurs mode`les canoniques lisses en p. On remarque alors [MP13, Lemma 5.6] que
l’e´nonce´ qu’on cherche a` montrer pour [A] ∈ Sh ′d(Fp) est une conse´quence formelle
de l’e´nonce´ analogue pour f([A]). De plus, cet e´nonce´ analogue est plus simple pour
deux raisons : d’une part, le discriminant est maintenant premier a` p, et d’autre part,
l’orthogonal de Ld dans M se plonge dans LEnd(f([A])), qui est donc non trivial.
Pour ne pas alourdir les notations, nous supposons dans la suite que ces conditions
e´taient de´ja` ve´rifie´es sans qu’il ait e´te´ ne´cessaire d’introduire le sur-re´seau M : on a
donc p ∤ d, et LEnd(A) 6= 0.
Il est remarquable qu’il ait e´te´ possible de forcer l’existence d’un endomorphisme
spe´cial de manie`re aussi formelle. En effet, tous les autres seront construits a` partir de
celui-ci. Pour cela, Madapusi Pera applique des re´sultats re´cents de Kisin [Ki14] sur les
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re´ductions modulo p de varie´te´s de Shimura de type Hodge. Pour les de´crire, nous nous
plac¸ons brie`vement dans ce cadre plus ge´ne´ral.
Soit ShK(G,X) une varie´te´ de Shimura de corps reflex E. On la suppose de type
Hodge : il existe une immersion de varie´te´s de Shimura ShK(G,X) → Ab de but un
champ de modules de varie´te´s abe´liennes polarise´es. Si p est une place de E au-dessus
de p qui est hyperspe´ciale (13), Kisin [Ki10, Theorem 2.3.8] construit un mode`le entier
ShK(G,X) de ShK(G,X) canonique lisse en p, a` l’aide de la normalisation de son
adhe´rence dans le mode`le entier naturel (c’est-a`-dire modulaire) Ab de Ab (dans notre
cas, c’est ce que nous avons de´ja` explique´ au paragraphe 1.5).
Kisin donne une interpre´tation modulaire, en un sens faible, de ce mode`le entier
[Ki14, Proposition 1.3.9] : de la meˆme manie`re que ShK(G,X) s’interpre`te comme un
espace de modules de varie´te´s abe´liennes polarise´es dont certaines classes de cohomolo-
gie sont de Hodge, les Fp-points de ShK(G,X) correspondent a` des varie´te´s abe´liennes
sur Fp munies de certaines classes de cohomologie distingue´es (en cohomologie ℓ-adique
et cristalline). L’ensemble ShK(G,X)(Fp) est alors naturellement partitionne´ en classes
d’isoge´nie (ou` l’on requiert que les isoge´nies pre´servent les classes de cohomologie dis-
tingue´es) [Ki14, Proposition 1.4.15].
Soient x ∈ ShK(G,X)(Fp) et A la varie´te´ abe´lienne associe´e. Si ℓ 6= p, le sous-groupe
de GL(H1e´t(A,Qℓ)) pre´servant les classes de cohomologie distingue´es est isomorphe
a` GQℓ . On note Iℓ ⊂ GQℓ le centralisateur d’une puissance assez grande du Frobenius
ℓ-adique. Proce´dant de meˆme avec la cohomologie cristalline, on de´finit un sous-groupe
Ip ⊂ GFrac(W (Fp)). Notons enfin I le Q-groupe alge´brique des Q-automorphismes de A
qui agissent a` travers Iℓ (resp. Ip) en cohomologie ℓ-adique (resp. cristalline).
Le the´ore`me de Kisin que nous allons appliquer est [Ki14, Corollary 2.1.7] :
The´ore`me 2.7. — Il existe ℓ 6= p tel que IQℓ → Iℓ soit un isomorphisme
(14).
Ide´e de la preuve — Le groupe I pre´serve a` scalaire pre`s la polarisation de A. Par
positivite´ de l’involution de Rosati associe´e, IR est extension d’un groupe compact par
Gm,R. On en de´duit que I est re´ductif, donc que le quotient Q := Iℓ/IQℓ est affine.
Comme le Frobenius agit de manie`re semi-simple sur H1e´t(A,Qℓ), Iℓ est le centralisa-
teur d’un tore dans GQℓ , donc un sous-groupe de Levi de GQℓ. En particulier, il est
ge´ome´triquement connexe et Q est ge´ome´triquement connexe.
Pour conclure, il reste a` montrer que Q est propre. Par un lemme de the´orie des
groupes alge´briques [Ki14, Lemma 2.1.8], sous l’hypothe`se que Iℓ est de´ploye´, il suffit de
montrer que Iℓ(Qℓ)/I(Qℓ) est compact pour la topologie ℓ-adique. A` l’aide du the´ore`me
de Chebotarev, on assure cette hypothe`se en choisissant ℓ tel que GQℓ soit de´ploye´ et
tel que les valeurs propres du Frobenius agissant sur H1e´t(A,Qℓ) appartiennent a` Qℓ.
13. Dans notre application, c’est la condition p ∤ d.
14. Kisin [Ki14, Corollary 2.3.2] en de´duit que c’est vrai pour tout ℓ, mais nous n’en aurons pas
besoin.
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La description que donne Kisin des classes d’isoge´nie montre l’existence, pour un q
bien choisi, d’une application I(Q)\Iℓ(Qℓ)/(Iℓ(Qℓ) ∩ Kℓ) → ShK(G,X)(Fq). L’inter-
pre´tation modulaire de ShK(G,X)(Fp) lui permet de montrer (essentiellement dans
la preuve de [Ki14, Proposition 2.1.3]) l’injectivite´ de cette application. C’est l’e´tape
cruciale : on construit des e´le´ments de I(Q), donc des automorphismes de A.
Il s’ensuit que I(Qℓ)\Iℓ(Qℓ)/(Iℓ(Qℓ)∩Kℓ) est fini : Iℓ(Qℓ)/I(Qℓ) est donc compact.
On peut maintenant conclure en suivant la preuve de [MP13, Theorem 5.4]. Com-
menc¸ons par choisir ℓ comme dans le the´ore`me 2.7. Dans le cas particulier des varie´te´s
de Shimura de type GSpin que nous conside´rions, la de´finition de Iℓ montre que, quitte
a` remplacer k par une extension finie, Iℓ agit sur H
⊗(1,1)
ℓ (A) en pre´servant Lℓ(A)
Γk , et
que son action sur Lℓ(A)
Γk est irre´ductible [MP13, Lemma 5.8]. Par le the´ore`me 2.7,
l’action de I sur Lℓ(A)
Γk est irre´ductible. Comme I agit par automorphismes de A,
cette action pre´serve l’espace LEnd(A)⊗Qℓ des endomorphismes spe´ciaux. Nous nous
e´tions ramene´s au cas ou` cet espace est non nul, de sorte que l’irre´ductibilite´ de l’action
montre que LEnd(A)⊗Qℓ → Lℓ(A)Γk est un isomorphisme.
Nous avons montre´ la conjecture de Tate pour X et un ℓ particulier. On peut la
reformuler comme suit : le nombre de Picard de X est e´gal a` la multiplicite´ de la valeur
propre 1 pour le Frobenius ℓ-adique. Par inde´pendance de ℓ du polynoˆme caracte´ristique
du Frobenius ℓ-adique [De74], et semi-simplicite´ de l’action de celui-ci [De81a, Corollaire
1.10], on en de´duit imme´diatement le meˆme e´nonce´ pour tout nombre premier ℓ 6= p.
La parente´ de l’argument ci-dessus avec la preuve par Tate [Ta66] de la conjecture
de Tate pour les varie´te´s abe´liennes sur les corps finis est frappante : celle-ci repose
e´galement sur un re´sultat de finitude de classes d’isoge´nie, et fait aussi, dans un premier
temps, le choix d’un nombre premier ℓ particulier.
2.6. Utilisation de formes automorphes
Le but de ce paragraphe est de prouver le the´ore`me suivant :
The´ore`me 2.8. — Soit X une surface K3 supersingulie`re sur un corps alge´briquement
clos k de caracte´ristique p 6= 2. Si X posse`de une polarisation de degre´ 2d premier a` p,
ρ(X) = 22.
Sous l’hypothe`se plus forte p > 2d+4, ce the´ore`me a e´te´ obtenu par Maulik [Mau12].
Le cas p ∤ 2d est duˆ a` Charles [Cha13], qui reprend et ame´liore la strate´gie de Maulik.
L’ide´e remonte a` [RSZ83, Theorem 4] : par un the´ore`me d’Artin [Ar74, Theorem
1.1], il suffit de montrer le the´ore`me 2.8 pour une surface K3 particulie`re dans chaque
composante irre´ductible C ⊂ M˜′ lisse2d du lieu supersingulier. Comme ce the´ore`me est
connu dans le cas elliptique [Ar74, Theorem 1.7], il suffit de montrer que C intersecte
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le lieu elliptique (15). Pour cela, nous allons combiner deux ingre´dients : une proprie´te´
d’amplitude du lieu elliptique, et un re´sultat de proprete´ du lieu supersingulier.
Le premier, duˆ a` Maulik [Mau12, §3], repose sur des constructions de formes auto-
morphes, et exploite a` cet effet des travaux de Borcherds [Bor99]. Commenc¸ons par
travailler sur C, en conservant les notations du paragraphe 1.3. Pour tout v ∈ L∨d , on
dispose d’un diviseur v⊥ ⊂ Ω. Si n ∈ Q>0 et γ ∈ L∨d /Ld, le diviseur
∑
〈v,v〉=−2n,[v]=γ v
⊥
est Γ-invariant et descend en un diviseur yn,γ sur Ω/Γ = Shd,C : c’est un diviseur de
Heegner. Par convention, on de´finit y0,γ = 0 si γ 6= 0, et [y0,0] = λC, ou` λC est le fibre´
de Hodge sur Shd,C.
Si k ≥ 1, le the´ore`me des classes (1, 1) de Lefschetz montre que le groupe de Picard
d’une surface K3 complexe dont les pe´riodes appartiennent au diviseur ydk2,0 contient un
sous-re´seau isomorphe a`
(
2d 0
0 −2dk2
)
. Comme cette forme quadratique est isotrope,
une telle surface K3 est elliptique.
Supposons maintenant par l’absurde que λC ne s’e´crit pas comme combinaison line´aire
dans PicQ(Ω/Γ) des [ydk2,0]. Alors il existe une forme line´aire α sur PicQ(Ω/Γ) telle que
α([ydk2,0]) = 0 pour tout k, mais α(λ) 6= 0. Un the´ore`me de Borcherds [Bor99, Theorem
4.5] pre´cise´ par McGraw [McG] montre que la se´rie formelle :
Φα(q) =
∑
n∈Q≥0
∑
γ∈L∨
d
/Ld
α([yn,γ])vγq
n ∈ Q[L∨d /Ld][[q
1
4d ]]
est le de´veloppement de Fourier d’une forme modulaire vectorielle a` valeurs dans
C[L∨d /Ld] et de poids demi-entier 21/2. Comme α([y0,0]) 6= 0, on peut e´crire Φα(q)
comme somme d’une forme modulaire non nulle construite a` l’aide d’une se´rie d’Eisen-
stein, et d’une forme modulaire cuspidale. Le coefficient en v0q
dk2 de la premie`re croˆıt
plus rapidement avec k que celui de la seconde. Cela contredit, pour k ≫ 0, le fait que
α([ydk2,0]) = 0.
Nous avons donc montre´ [Mau12, Theorem 3.1] l’existence d’un diviseur de Cartier
(non ne´cessairement effectif) D sur Shd,C supporte´ sur le lieu elliptique, et dont le fibre´
en droites associe´ est une puissance du fibre´ de Hodge λC. Le diviseur D (dont les
composantes irre´ductibles sont en fait des sous-varie´te´s de Shimura de Shd,C) est de´fini
sur un corps de nombres. Quitte a` le remplacer par la somme de ses conjugue´s sous
Galois, on peut le supposer de´fini sur Q. On note encore D son pull-back a` Sh′d. Le
re´sultat que nous utiliserons est l’amplitude de sa re´duction modulo p :
Proposition 2.9. — L’adhe´rence D de D dans Sh
′
d est ample en restriction a` Sh
′
d,Fp.
Preuve — Notons µ le fibre´ ample naturel sur Ab : le de´terminant du fibre´ de Hodge
[FC90, Theorem V.2.3]. Comme ι est quasi-fini, ι∗µ est un fibre´ ample sur Sh
′
d. Maulik
15. Quand p = 3, on doit inclure dans le lieu elliptique les surfaces K3 munies de fibrations
quasi-elliptiques. Celles-ci ve´rifient la conjecture de Tate car elles sont unirationnelles, donc Shioda-
supersingulie`res [Sh79, Corollary 2].
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montre [Mau12, Proposition 5.8] que λC est proportionnel a` ι
∗
CµC. Des multiples conve-
nables des fibre´s en droites O(D) et ι∗µ sur Sh ′d,Z(p) co¨ıncident donc en restriction a`
Sh
′
d,Q : ils diffe`rent d’un diviseur de Cartier ∆ supporte´ sur Sh
′
d,Fp. Comme Sh
′
d,Z(p)
est
lisse, ∆ est trivial en restriction a` Sh
′
d,Fp [Mau12, Lemma 5.12], et O(D)|Sh ′d,Fp est bien
ample.
Le deuxie`me ingre´dient est un re´sultat de proprete´ du lieu supersingulier. Maulik
suppose que p > 2d + 4. Il montre qu’une surface K3 polarise´e supersingulie`re sur
le corps des fractions d’un anneau de valuation discre`te de caracte´ristique p, dont la
polarisation est tre`s ample, a potentiellement bonne re´duction (16) [Mau12, Theorem
4.1]. En effet, sous cette restriction sur la caracte´ristique, un the´ore`me de Saito [Sa04]
permet de construire un mode`le semistable. Maulik applique le programme du mode`le
minimal en caracte´ristique p de Kawamata [Kaw94] a` ce mode`le semistable, et ve´rifie
que sous l’hypothe`se de supersingularite´, le mode`le obtenu par ce proce´de´ est lisse.
Cela permet a` Maulik de construire des familles comple`tes non triviales de surfaces
K3 supersingulie`res. Une difficulte´ est que ces familles pourraient ne pas eˆtre polarise´es,
mais Maulik est capable d’assurer la condition plus faible, et suffisante pour son argu-
ment, qu’elles soient quasi-polarise´es. Finalement, le the´ore`me de Torelli 1.4 implique
que cette famille n’est pas contracte´e par l’application des pe´riodes P ′, et permet de
montrer qu’elle rencontre le diviseur ample D|Sh ′d,Fp , donc le lieu elliptique. Nous ne
de´velopperons pas plus ces arguments, qui sont de´taille´s dans [Mau12, §7].
Quand p ∤ 2d, l’ide´e de Charles est d’exploiter plutoˆt la proprete´, prouve´e par
Oort [Oo74, Theorem 1.1 (a)], du lieu supersingulier dans l’espace de modules de
varie´te´s abe´liennes polarise´es AbFp
(17). Ce re´sultat est plus facile, et valable en toute
caracte´ristique : dans sa preuve, l’existence de mode`les de Ne´ron sert de substitut a`
l’existence de mode`les semistables. Qu’il soit utile dans notre situation est montre´ par
la proposition suivante [Cha13, Proposition 21] :
Proposition 2.10. — La varie´te´ de Kuga-Satake A d’une surface K3 super-
singulie`re X est supersingulie`re.
Preuve—Nous devons introduire une variante de la construction de Kuga-Satake, qui
est pre´cise´ment celle conside´re´e par Deligne [De72]. Reprenons temporairement les no-
tations du paragraphe 1.1. Si nous avions utilise´ l’alge`bre de Clifford paire, nous aurions
construit une varie´te´ abe´lienne A+ := Cl+(P 2B(X,R))/Cl
+(P 2B(X,Z)), dite varie´te´ de
Kuga-Satake paire de X , telle que A est isoge`ne a` (A+)2. L’alge`bre de Clifford paire
Cl+(Ld) agit sur A
+ par multiplication a` droite. On ve´rifie qu’on a alors un isomor-
phisme de structures de Hodge Cl+(P 2B(X)(1)) ≃ EndCl+(Ld)(H
1
B(A
+)) donne´ par la
multiplication a` gauche. Des arguments analogues a` ceux de´crits au paragraphe 1.4
16. Ce re´sultat e´tait de´ja` connu sous la conjecture de Tate : c’est le the´ore`me de Rudakov et Shafa-
revich [RS86] que nous avons e´nonce´ au the´ore`me 0.6.
17. Oort montre un re´sultat plus fort : le lieu des varie´te´s abe´liennes de p-rang nul est propre.
1081–22
permettent de de´finir A+ et l’action de Cl+(Ld) sur tout corps, et d’y e´tendre l’isomor-
phisme ci-dessus en cohomologie ℓ-adique [De72, 6.5, 6.6].
Prouvons maintenant la proposition. Par spe´cialisation, on voit qu’il suffit de traiter le
cas ou`X est de´fini sur un corps fini k. Comme A est isoge`ne a` (A+)2, il suffit de montrer
que A+ est supersingulie`re. On a un isomorphisme de Γk-modules Cl
+(P 2e´t(Xk¯,Qℓ(1))) ≃
EndCl+(Ld)(H
1
e´t(A
+
k¯
,Qℓ)). Par la proposition 0.2 (iii), on peut supposer que le Frobenius
agit trivialement sur P 2e´t(Xk¯,Qℓ(1)), donc sur EndCl+(Ld)(H
1
e´t(A
+
k¯
,Qℓ)). Cela signifie
qu’il agit sur H1e´t(A
+
k¯
,Qℓ) par un e´le´ment du bicommutant de Cl
+(Ld). Comparant
avec la cohomologie de Betti, on voit que ce bicommutant est e´gal a` Cl+(Ld) ⊗ Qℓ.
Comme le Frobenius commute a` l’action de Cl+(Ld), il agit via un e´le´ment du centre de
Cl+(Ld)⊗Qℓ. Comme Cl
+(Ld)⊗Qℓ est centrale simple
(18) [Bou59, §9.4, The´ore`me 3],
il agit par homothe´tie, et A+ est donc supersingulie`re.
On peut maintenant achever la de´monstration du the´ore`me 2.8 en suivant la preuve de
[Cha13, Proposition 22]. Rappelons que, par le the´ore`me 1.4, l’application des pe´riodes
P ′ est une immersion ouverte. Fixons une composante irre´ductible C du lieu supersin-
gulier, notons C l’adhe´rence de C dans Sh
′
d, η¯ un point ge´ne´rique ge´ome´trique de C et
A le sche´ma abe´lien sur C induit par ι.
La construction de Kisin explique´e au paragraphe 1.5 montre que ι est propre (19).
Comme le lieu supersingulier dans AbFp est propre, son image re´ciproque par ι l’est
e´galement. La proposition 2.10 montre alors que C est propre. Comme C est de dimen-
sion > 0 [Og01, Theorem 15], C intersecte le diviseur ample D|Sh ′d,Fp . Soit x un Fp-point
dans l’intersection. Il est possible que x n’appartienne par a` C, donc que Ax ne soit pas
la varie´te´ de Kuga-Satake associe´e a` une surface K3. Cependant, le choix de D montre
que Ax est spe´cialisation de la varie´te´ de Kuga-Satake d’une surface K3 particulie`re,
elliptique, en caracte´ristique nulle. On en de´duit par la remarque 2.4 qu’il existe un
entier k ≥ 1 tel que Ax posse`de un endomorphisme spe´cial φ tel que φ ◦ φ = −2dk2 Id.
Comme Aη¯ est supersingulie`re, le rang de End(Aη¯) est maximal, de sorte que le
conoyau de l’application de spe´cialisation End(Aη¯) → End(Ax) est de torsion. Un
multiple de φ se rele`ve donc en un endomorphisme spe´cial ψ ∈ End(Aη¯), qui satisfait
ψ ◦ψ = −2dk′2 Id pour un certain entier k′ ≥ 1. La surface K3 associe´e a` η¯ posse`de, par
la proposition 2.3 et la remarque 2.4, un fibre´ en droites ζ orthogonal a` la polarisation tel
que ζ2 = −2dk′2. Comme
(
2d 0
0 −2dk′2
)
est isotrope, elle est elliptique. Cela conclut.
3. CONSTRUCTION DE COURBES RATIONNELLES
Dans cette partie, nous expliquons la preuve du the´ore`me suivant [BHT11, LL12].
On trouvera e´galement une exposition de ces re´sultats dans [Hu, §13.3].
18. C’est la raison pour laquelle nous avons duˆ utiliser l’alge`bre de Clifford paire.
19. C’est ici que nous utilisons que la polarisation est premie`re a` la caracte´ristique.
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The´ore`me 3.1. — Une surface K3 X sur un corps alge´briquement clos k contient une
infinite´ de courbes rationnelles (20) dans les deux cas suivants :
(i) Si k est de caracte´ristique nulle et X n’est pas de´finie sur Q.
(ii) Si k est de caracte´ristique 6= 2 et ρ(X) est impair.
La strate´gie de la preuve est due a` Bogomolov, Hassett et Tschinkel : ils font fonction-
ner celle-ci sous l’hypothe`se supple´mentaire que X admet une polarisation de degre´ 2.
Li et Liedtke ont obtenu le cas ge´ne´ral en reprenant et en ame´liorant leurs ide´es.
Les techniques de la preuve s’inscrivent dans la ligne´e de travaux ante´rieurs. Un
the´ore`me attribue´ par Mori et Mukai [MM83] a` Bogomolov et Mumford montre l’exis-
tence d’une courbe rationnelle sur toute surface K3. Chen [Che99] a ame´liore´ ce re´sultat
en prouvant qu’une surface K3 complexe tre`s ge´ne´rale contient une infinite´ de courbes
rationnelles nodales. Ces re´sultats, comme le the´ore`me qui nous inte´resse, reposent sur
des arguments de de´formation. Ils exploitent la remarque suivante : on peut de´former
une courbe rationnelle C sur une surface K3 a` des de´formations de celle-ci de`s que le
fibre´ en droites O(C) s’y de´forme. Ce principe sera notre principal outil de construction
de courbes rationnelles.
Les paragraphes 3.1 et 3.2 sont consacre´s a` ces techniques de de´formation. On
de´montre (proposition 3.4) un e´nonce´ qui rend rigoureux le principe formule´ ci-dessus.
Un des apports de [BHT11] est qu’il est utile de conside´rer des de´formations d’appli-
cations stables plutoˆt que de simples courbes rationnelles : c’est dans ce cadre que se
place la proposition 3.4.
L’ame´lioration principale qui a permis a` Li et Liedtke [LL12] d’aller au-dela` de l’article
[BHT11] re´side dans un choix astucieux des applications stables a` de´former, et est
explique´e au paragraphe 3.2 (proposition 3.7).
Les paragraphes 3.3 et 3.4 pre´sentent la preuve du the´ore`me 3.1. Le cas (i) (resp. (ii))
est un argument de spe´cialisation et de´formation en e´gale caracte´ristique nulle (resp. en
caracte´ristique mixte). Les articles [BHT11] et [LL12] se placent dans le second cas, le
premier en est une variante plus e´le´mentaire, qui nous a e´te´ signale´e par Charles. Dans
les deux cas, il est aise´ de construire des courbes rationnelles sur X , et la difficulte´
est de s’assurer qu’elles sont distinctes. Pour cela, on exploite le fait que X posse`de
une infinite´ de spe´cialisations en caracte´ristique nulle (resp. en caracte´ristique finie) en
lesquelles le nombre de Picard ge´ome´trique croˆıt. Cela re´sulte d’un argument de the´orie
de Hodge (resp. de la conjecture de Tate pour les surfaces K3 sur les corps finis). Si
l’utilisation de la caracte´ristique finie est la principale innovation de [BHT11], les de´tails
de la preuve pre´sente´e ici sont issus de [LL12].
Finalement, on discute au paragraphe 3.5 les limites de cette strate´gie.
20. Dans tout ce texte, une courbe rationnelle est une sous-varie´te´ inte`gre dont la normalisation est
isomorphe a` P1.
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3.1. De´formation de courbes rationnelles
Commenc¸ons par e´noncer le the´ore`me de Bogomolov et Mumford ([MM83, Appen-
dix], [BT00, Proposition 2.5], [LL12, Theorem 2.1]) mentionne´ dans l’introduction, qui
nous sera utile plus tard :
The´ore`me 3.2. — Soient X une surface K3 sur un corps alge´briquement clos k et
L un fibre´ en droites effectif sur X. Alors il existe un diviseur D ∈ |L| dont toutes les
composantes irre´ductibles sont des courbes rationnelles.
Ce the´ore`me est tout d’abord de´montre´ pour une surface K3 particulie`re (une surface
de Kummer) en caracte´ristique nulle, en construisant le diviseur D explicitement. On
traite le cas d’une surface ge´ne´rale en caracte´ristique nulle en de´formant ce diviseur.
Un argument de spe´cialisation montre alors le the´ore`me pour toute surface K3 en toute
caracte´ristique. Comme le diviseur explicite D utilise´ dans [MM83] est nodal, [Hu]
remarque qu’on obtient en fait :
The´ore`me 3.3. — Soit (X,L) une surface K3 polarise´e ge´ne´rale sur un corps alge´bri-
quement clos de caracte´ristique nulle. Alors X contient une courbe rationnelle nodale.
Ces arguments de de´formation seront importants pour la preuve du the´ore`me 3.1.
Donnons un exemple d’e´nonce´, en suivant [BHT11, Theorem 18] (voir aussi [HK13, §2]).
On se place dans le contexte des applications stables de Kontsevich [FP97] : M0(X)
de´signe le champ de modules des applications stables de genre 0 sur X .
Proposition 3.4. — Soient S un sche´ma inte`gre de type fini sur un corps k
alge´briquement clos de caracte´ristique nulle, (X,L) → S une famille de surfaces K3
polarise´es, et s ∈ S. Soit [f : C → Xs] ∈ M := M0(X/S) une application stable de
genre 0 telle que f∗[C] ∈ |Ls|. On suppose que f est rigide au sens ou` la composante
connexe de la fibre de M→ S contenant [f ] est de dimension nulle. Alors il existe une
composante de M contenant [f ] qui domine S.
Preuve — Soit X → ∆ := Spf k[[x1, . . . , x20]] la de´formation verselle de Xs. Par
[BHT11, Lemma 11], la the´orie des de´formations de f est controˆle´e par un faisceau
cohe´rent Nf (21) sur C : les de´formations infinite´simales et les obstructions sont res-
pectivement donne´es par H0(C,Nf) et H
1(C,Nf). De plus, la description qui y est
donne´e de Nf , notamment la suite exacte en bas de la page 541, permet de calculer
χ(C,Nf) = −1.
La the´orie des de´formations montre alors que M0(X /∆) est de dimension relative
≥ χ(C,Nf) = −1 sur ∆ au voisinage de [f ] (voir par exemple l’argument de [Ko96,
I.2.15.1] qui, e´crit pour le sche´ma de Hilbert, est ge´ne´ral et s’applique). Par l’hypothe`se
de rigidite´, l’image des composantes irre´ductibles de M0(X /∆) passant par [f ] est de
21. Quand C est lisse et f immersive, il s’agit du fibre´ normal usuel.
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codimension ≤ 1 dans ∆. Comme le lieu ou` le fibre´ en droites Ls se de´forme est un divi-
seur irre´ductible H ⊂ ∆, et que cette image est incluse dans H , elle est ne´cessairement
e´gale a` H .
Comme l’image de Spf(ÔS,s)→ ∆ est incluse dans H , on en de´duit l’existence d’une
composante irre´ductible de M contenant [f ] dont l’image contient un voisinage de s,
et qui domine donc S.
Remarque 3.5. — Les travaux de Bloch [Blo72], Voisin [Vo92] et Ran [Ra95] sur l’ap-
plication de semi-re´gularite´ permettent de comprendre la proposition 3.4 du point de
vue de la the´orie de Hodge.
Remarque 3.6. — Quand S est de caracte´ristique finie ou mixte, on peut obtenir des
analogues de la proposition 3.4, en conside´rant la de´formation verselle de Xs au-dessus
de Spf(W (κ(s))[[x1, . . . , x20]]) [BHT11, Theorem 18]. Il convient de prendre garde que
le dernier argument ne fonctionne pas en ge´ne´ral, car il est possible que H ne soit pas
irre´ductible. Cette difficulte´ disparaˆıt si Xs est ordinaire ou si Ls est une polarisation
primitive.
3.2. Applications stables rigides
La difficulte´ qu’ont rencontre´e Bogomolov, Hassett et Tschinkel pour prouver le
the´ore`me 3.1 sans hypothe`se sur la polarisation de X est la suivante : ils souhaitaient
de´former une re´union connexe D de courbes rationnelles sur une surface K3 X a` des
de´formations de X en utilisant la proposition 3.4. Si toutes les courbes rationnelles
dans D sont distinctes, ce n’est pas difficile car toute courbe stable f de genre 0 ayant
D pour cycle associe´ est rigide si X n’est pas unire´gle´e. En revanche, s’il y a des mul-
tiplicite´s dans D, ce n’est pas automatique, meˆme si X n’est pas unire´gle´e : f pourrait
avoir des de´formations non triviales a` cycle constant.
Li et Liedtke ont propose´ la solution suivante a` cette difficulte´ technique [LL12,
Theorem 3.9] :
Proposition 3.7. — Soit X une surface K3 non unire´gle´e sur un corps alge´brique-
ment clos. Soient D1, . . . , Dn, R des courbes rationnelles sur X. On suppose que R est
ample et nodale. Alors il existe k ≥ 0 et une courbe stable [f ] ∈M0(X) ge´ne´riquement
non ramifie´e et rigide dont le cycle associe´ est D1 + · · ·+Dn + kR.
La preuve de cette proposition est combinatoire et astucieuse. Il faut recoller les
normalisations des courbes D1, . . . , Dn, R pour obtenir une courbe stable de genre 0, et
le faire soigneusement, de sorte que celle-ci soit rigide. Nous ne recopierons pas ici les
arguments de [LL12, Lemma 3.6, Theorem 3.9].
Bien suˆr, une difficulte´ pour appliquer la proposition 3.7 est de produire une courbe
rationnelle nodale R. On dispose heureusement du the´ore`me 3.3 !
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3.3. Surfaces K3 qui ne sont pas de´finies sur Q
Prouvons maintenant le the´ore`me 3.1 (i). Dans ce cas, la preuve est purement en
caracte´ristique nulle : c’est le´ge`ment plus simple que le cadre de caracte´ristique mixte
dans lequel se placent [BHT11] et [LL12], et qui sera explique´ au paragraphe suivant.
The´ore`me 3.8. — Soit X une surface K3 sur un corps alge´briquement clos de carac-
te´ristique nulle qui n’est pas de´finie sur Q. Alors X contient une infinite´ de courbes
rationnelles.
Preuve— Soit A une polarisation primitive de degre´ 2d sur X . Soient U →M2d,Q une
carte e´tale inte`gre (22) du champ de modules des surfaces K3 munies d’une polarisation
primitive de degre´ 2d, (X ,A) la famille universelle sur U , η¯ un point ge´ome´trique
de U tel que (X,A) ≃ (Xη¯,Aη¯), S l’adhe´rence de η¯ dans U et ξ¯ un point ge´ne´rique
ge´ome´trique de U .
Comme X n’est pas de´finie sur Q, dim(S) > 0. Un the´ore`me de Green [Vo02, Pro-
position 17.20], applique´ a` la variation de structure de Hodge sur SC donne´e par la
cohomologie transcendante (i.e. l’orthogonal de Pic(X)) de la famille de surfaces K3
XSC → SC, montre que l’ensemble Σ des points ferme´s s ∈ S tels que ρ(Xs) > ρ(X)
est dense dans S. Par le the´ore`me 3.2, pour tout s ∈ Σ, il existe une courbe ration-
nelle Cs ⊂ Xs dont la classe n’appartient pas a` Pic(X). On note fs : P1 → Xs sa
normalisation.
Fixons un entier N > 0. Si Σ′ := {s ∈ Σ|As.Cs > N} n’e´tait pas dense dans S,
les ([fs])s∈Σ\Σ′ appartiendraient tous au S-sche´ma de type fini M := MorS,<N(P
1,X )
parame´trant les morphismes de degre´ < N de P1 vers X . Une des composantes
irre´ductibles de M contenant un de ces [fs] dominerait S. Ceci contredirait l’hypothe`se
O(Cs) /∈ Pic(X). L’ensemble Σ′ est donc dense dans S.
Si s ∈ Σ′, la the´orie des de´formations montre que le lieu sur U ou` le fibre´ en droites
O(Cs) se de´forme est un diviseur irre´ductible : on le note Bs et on note η¯s un point
ge´ne´rique ge´ome´trique de Bs. Par la proposition 3.4
(23), fs se de´forme le long de Bs :
il existe une courbe rationnelle C˜s ⊂ Xη¯s dont Cs est une spe´cialisation. Les (Bs)s∈Σ′
forment une collection infinie de diviseurs : dans le cas contraire, par densite´ de Σ′
dans S, un des Bs contiendrait S, et cela contredirait l’hypothe`se que O(Cs) /∈ Pic(X).
Par conse´quent, la re´union des (Bs)s∈Σ′ est dense dans U . On peut alors appliquer le
the´ore`me 3.3 : il existe s ∈ Σ′ tel que le syste`me line´aire |Aη¯s| contienne une courbe
rationnelle nodale R, qui est bien suˆr ample. De plus, par le the´ore`me 3.2, si m≫ 0, il
existe un diviseur D ∈ |A⊗mη¯s (−C˜s)| dont toutes les composantes irre´ductibles sont des
courbes rationnelles.
On peut alors appliquer la proposition 3.7 : il existe une courbe stable [g] ∈M0(Xη¯s)
dont le cycle associe´ est C˜s +D + kR, et qui est ge´ne´riquement non ramifie´e et rigide.
22. Comme dans [LL12], introduire U permet d’e´viter de manipuler des champs de modules d’appli-
cations stables sur une base champeˆtre.
23. L’hypothe`se de rigidite´ est ve´rifie´e car une surface K3 en caracte´ristique nulle n’est pas unire´gle´e.
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Par la proposition 3.4, on peut choisir une composante irre´ductible M de M0(X /U)
contenant [g] qui domine U . Celle-ci est de plus propre sur U , par proprete´ des champs
de modules d’applications stables. D’une part, le choix de C˜s et la proprete´ de M → U
montre qu’il est possible de spe´cialiser g en une courbe stable gs sur Xs dont le cycle
associe´ contient Cs. D’autre part, on peut choisir une courbe stable gξ¯ sur Xξ¯ qui est une
ge´ne´risation de g dans M . On peut alors choisir une spe´cialisation gη¯ de gξ¯ sur Xη¯ dont
gs est une spe´cialisation. Le cycle associe´ a` gη¯ contient alors une composante irre´ductible
de degre´ > N , car tel est le cas pour sa spe´cialisation gs.
On a donc construit une courbe rationnelle de degre´ > N sur X . Comme N e´tait
arbitraire, on a montre´ l’existence d’une infinite´ de courbes rationnelles dans X .
3.4. Surfaces K3 de nombre de Picard impair
Nous pouvons a` pre´sent expliquer la preuve du the´ore`me 3.1 quand ρ(X) est impair.
The´ore`me 3.9. — Soit X une surface K3 sur un corps alge´briquement clos de carac-
te´ristique 6= 2 telle que ρ(X) est impair. Alors X contient une infinite´ de courbes
rationnelles.
Preuve — La preuve du the´ore`me 3.8 ci-dessus s’adapte : on utilise toujours des
arguments de spe´cialisation et de´formation, mais en caracte´ristique mixte. Contentons-
nous d’indiquer les quelques modifications a` apporter.
On conside`re a` pre´sent une carte e´tale U du champ de modules M2d,Z[ 1
2
] en carac-
te´ristique mixte, et on conserve les autres notations. En tous les points ferme´s s ∈ S,
le nombre de Picard ge´ome´trique croˆıt : cela re´sulte de l’hypothe`se sur ρ(X) et de la
conjecture de Tate pour les surfaces K3 sur les corps finis (via le corollaire 0.5 (iii)).
Cela remplace l’argument de the´orie de Hodge utilise´ dans la preuve du the´ore`me 3.8.
On de´finit alors Σ comme l’ensemble des points ferme´s non supersinguliers de S. Si
X est de caracte´ristique finie, la conjecture d’Artin (corollaire 0.5 (ii)) montre que X ne
peut pas eˆtre supersingulie`re, et Σ est dense dans S par fermeture du lieu supersingulier.
Si X est de caracte´ristique nulle, un the´ore`me (24) de Joshi et Rajan [JR03, Theorem
6.6.2] et Bogomolov et Zarhin [BZ09] assure que Σ est dense dans S.
Enfin, il faut utiliser une variante en caracte´ristique mixte du the´ore`me 3.4 (voir la re-
marque 3.6 et [BHT11, Theorem 18]) pour de´former fs, qui ne´cessite deux pre´cautions.
D’une part, pour ve´rifier l’hypothe`se de rigidite´ dans cet e´nonce´, nous avons utilise´ le fait
que les surfaces K3 en caracte´ristique nulle ne sont pas unire´gle´es. En caracte´ristique
finie, ce n’est pas vrai en ge´ne´ral, mais c’est le cas pour les surfaces K3 non super-
singulie`res [Sh74, Corollary 2] (25) : c’est la raison pour laquelle nous avons modifie´ la
de´finition de Σ. D’autre part, le lieu Ds dans U ou` O(Cs) se de´forme est toujours un
diviseur, est plat sur Z, mais n’est pas ne´cessairement irre´ductible si le fibre´ en droites
24. Ce the´ore`me permet meˆme de ne conserver dans Σ que des surfaces K3 ordinaires. Dans ce cas,
les travaux de Nygaard [Ny83] sur la conjecture de Tate sont donc suffisants.
25. Il est montre´ ici qu’une surface K3 unirationnelle est supersingulie`re, mais la meˆme preuve
fonctionne si elle est unire´gle´e.
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O(Cs) n’est pas primitif. Le dernier argument de la preuve du the´ore`me 3.4 ne s’e´tend
pas tel quel a` cette situation : il permet seulement de montrer que fs se de´forme le long
d’une des composantes irre´ductibles de Ds. On de´finit alors Bs comme e´tant l’une de
ces composantes irre´ductibles.
Le reste de la preuve fonctionne sans modifications.
3.5. Limites de la strate´gie
Des techniques diffe´rentes ont permis de montrer la conjecture 0.8 pour les surfaces
K3 elliptiques en caracte´ristique nulle [BT00, Ha03]. Comme une surface K3 de nombre
de Picard ≥ 5 est automatiquement elliptique, le the´ore`me 3.1 implique :
Corollaire 3.10. — Soit X une surface K3 sur Q telle que ρ(X) /∈ {2, 4}. Alors
Xcontient une infinite´ de courbes rationnelles.
Par conse´quent, les surfaces K3 en caracte´ristique nulle pour lesquelles la conjecture
0.8 n’est pas connue sont de´finies sur Q et ont nombre de Picard 2 ou 4. Si l’on souhaitait
utiliser la strate´gie de la preuve du the´ore`me 3.1 pour une telle surface K3 X de´finie
sur un corps de nombres K, il faudrait connaˆıtre l’existence d’une infinite´ de places p
de K telles que le nombre de Picard ge´ome´trique de Xp soit supe´rieur a` celui de X (et
telles que Xp ne soit pas supersingulie`re).
C’est une question ouverte. Sa difficulte´ tient au fait, remarque´ par Charles [Cha11,
Theorem 1], que l’ensemble de ces places peut eˆtre de densite´ nulle. L’analyse de Charles
de´crit comple`tement ce phe´nome`ne. Elle permet de donner des exemples de surfaces
K3 sur Q de nombre de Picard 2 ou 4 pour lesquelles la strate´gie s’applique, et qui
contiennent donc une infinite´ de courbes rationnelles [Cha11, Corollary 4].
Enfin, la strate´gie de Bogomolov, Hassett et Tschinkel repose de manie`re essentielle
sur l’existence de spe´cialisations, qui permettent de s’assurer que l’on construit bien
une infinite´ de courbes rationnelles distinctes. En particulier, cette strate´gie ne permet
de rien dire sur les surfaces K3 de´finies sur Fp. En un sens, ce cas est le plus important.
De plus, cette strate´gie ne donne pas de controˆle sur les courbes rationnelles
construites. Par exemple, elle ne permet pas de construire une courbe rationnelle
e´vitant un point fixe´ ou appartenant a` un multiple d’un syste`me line´aire fixe´. Elle
laisse e´galement comple`tement ouverte la question suivante de Bogomolov :
Question 3.11. — Soit X une surface K3 sur Q ou Fp. Passe-t-il une courbe ration-
nelle par tout point ferme´ de X ?
Sur Q, cette question est qualifie´e pudiquement de ≪ logical possibility ≫ dans [BT05],
et on n’en connaˆıt ni exemple ni contre-exemple. Sur Fp , Bogomolov et Tschinkel [BT05,
Theorem 1.1] ont obtenu le cas particulier suivant, montrant que l’e´nonce´ est plausible :
The´ore`me 3.12. — Soit X une surface de Kummer sur Fp. Alors il passe une courbe
rationnelle par tout point ferme´ de X.
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